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ПОЯСНЮВАЛЬНА ЗАПИСКА 
 
Курс “Операційне числення” є важливою складовою професійної 
підготовки сучасного фахівця-математика, що обумовлено широким 
застосуванням операційних методів до задач моделювання з різних галузей 
науково-технічних досліджень.   
Застосування інтегрального перетворення Лапласа дозволяє розв‟язувати 
лінійні диференціальні та інтегральні рівняння, до яких зводяться широкі класи 
задач у перехідних процесах лінійних фізичних систем електротехніки, 
радіотехніки, імпульсної техніки, теорії автоматичного регулювання та 
керування, а також інших галузей науки й техніки. Знання основ операційного 
числення є необхідною передумовою для побудови та використання 
математичних моделей у цих галузях, що обумовлено освітньо-
кваліфікаційними вимогами до випускників.  
Робочу навчальну програму укладено згідно з вимогами кредитно-
модульної системи організації навчання. Програма визначає обсяги знань та 
умінь, якими має опанувати студент відповідно до вимог освітньо-
кваліфікаційної характеристики, алгоритм вивчення навчального матеріалу 
дисципліни «Операційне числення», необхідне методичне забезпечення, 
складові та технологію оцінювання навчальних досягнень студентів. 
 
Предмет: операційний метод і деякі його застосування. 
 
Мета вивчення курсу: оволодіння науковими основами, сучасною 
методологією та особливостями застосування апарату операційних методів у 
наукових дослідженнях. 
  
Завдання: сформувати знання теоретичних основ операційного числення 
та навички застосування операційного методу у наукових дослідженнях та 
прикладних задачах. 
 
Міждисциплінарні зв’язки: основою для вивчення даного курсу є 
математичний аналіз, комплексний аналіз, диференціальні рівняння; у свою 
чергу, знання операційного числення, забезпечують теоретичні основи для 
подальшого вивчення диференціальних рівнянь (звичайних і з частинними 
похідними), інтегральних рівнянь, деяких розділів фізики (електрики, 
електротехніки), теорії керування. 
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Результати навчання. 
За підсумками вивчення навчальної дисципліни «Операційне числення» 
студент має оволодіти: 
- теоретичними основами операційного числення, зокрема, поняттями 
функції-оригінала та функції-зображення, знаннями про перетворення 
Лапласа та його властивості; 
- принципами застосування перетворення Лапласа; 
- методикою та умовами застосування апарату операційного числення; 
- практичними навичками застосування операційного методу.  
Основні форми організації навчання: лекції, практичні заняття, 
самостійне опрацювання літературних та інтернет-джерел, «уроків» (спец. 
елемент системи Moodle) самостійне розв‟язування вправ,  виконання 
тренувальних тестів (в системі Moodle), індивідуальні заняття, консультації, 
виконання розрахунково-графічної роботи.  
Форми поточного контролю: рейтингова накопичувальна система балів 
за усні (письмові) відповіді на практичних заняттях, самостійне розв‟язання 
вправ, тестування, модульні контрольні роботи, розрахунково-графічну роботу. 
Підсумковий контроль: залік.  
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І. ОПИС НАВЧАЛЬНОЇ ДИСЦИПЛІНИ 
 
Структура, обсяг 
Напрям,  освітньо-
кваліфікаційний 
рівень 
Характеристика 
навчальної дисципліни 
Кількість кредитів 
ECTS: 3 
Змістових модулів: 3 
Загальна кількість 
годин:  108 год. 
Підсумковий 
контроль: залік 
Галузь знань: 
 0402  
Фізико-математичні науки 
 
Напрям підготовки:  
6.040201 Математика*  
Освітньо-кваліфікаційний 
рівень:  бакалавр 
 
Форма навчання: денна 
 
Дисципліна за вибором  
із циклу професійної та 
практичної підготовки 
Рік підготовки: 4  
Семестр: 7  
Аудиторні заняття 48 год, 
   з них: 
   лекції: 20 год. 
   практичні заняття: 22 год. 
Індивідуальна робота: 6 год. 
Модульний контроль: 6 год. 
Самостійна робота: 54 год. 
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ІІ. СТРУКТУРА НАВЧАЛЬНОЇ ДИСЦИПЛІНИ 
№ 
п/п 
 
Назва  
змістових модулів,  
теми 
Кількість годин 
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м
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Змістовий модуль 1. Перетворення Лапласа та його властивості 
1. Перетворення Лапласа  
Оригінал та зображення. Область існування 
зображення. Функція Хевісайда. Приклади 
знаходження зображень при перетворенні 
Лапласа.  
11 4 2  1 4 
2. Основні властивості перетворення Лапласа  
Властивості лінійності та подібності. Теореми 
запізнення та випередження. Теорема зміщення. 
Зображення періодичного оригіналу. 
Диференціювання оригіналу та зображення. 
Інтегрування оригіналу та зображення. 
Диференціювання та інтегрування по 
параметру. Граничні теореми. Згортка функцій 
та її властивості. Зображення згортки. 
Узагальнений добуток зображень. Інтеграл 
Дюамеля. Теорема Ефроса. Зображення 
циліндричних функцій. Зображення дельта-
функції.  
31 6 8 2 1 14 
3. Обернене перетворення Лапласа  
Формула обернення Рімана – Мелліна. Достатня 
умова існування зображення. Теореми 
обернення. Знаходження оригінала за 
теоремами обернення. Аналітичність 
зображення у нескінченно віддаленій точці. 
Окремі випадки теореми Ефроса. Добуток 
оригіналів.  
12 2 2 2 1 5 
Разом за змістовим модулем 1 54 8 8 2 3 14 
Змістовий модуль 2. Застосування операційного методу 
4. Застосування операційного числення 
Обчислення невласних інтегралів. Лінійні 
диференціальні рівняння з постійними 
коефіцієнтами та їх окремі випадки. Системи 
рівнянь. Рівняння з аргументом, що 
запізнюється. Рівняння з степеневими 
коефіцієнтами. Інтегральні рівняння типу 
згортки. Системи інтегральних рівнянь. 
Інтегро-диференціальні рівняння. Рівняння у 
частинних похідних. Підсумовування рядів.  
 
54 8 10 2 3 31 
 Разом за змістовим модулем 2 54 8 10 2 3 31 
Разом за семестр  108 20 22 6 6 90 
Разом за навчальним планом 108 20 22 6 6 90 
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ІІІ. ЗМІСТ НАВЧАЛЬНОЇ ДИСЦИПЛІНИ 
  
Змістовий модуль 1. Перетворення Лапласа та його властивості  
 
Тема 1. Перетворення Лапласа  
Оригінал та зображення. Область існування зображення. Функція 
Хевісайда. Приклади знаходження зображень при перетворенні Лапласа.  
 
Тема 2. Основні властивості перетворення Лапласа  
Властивості лінійності та подібності. Теореми запізнення та 
випередження. Теорема зміщення. Зображення періодичного оригіналу. 
Диференціювання оригіналу та зображення. Інтегрування оригіналу та 
зображення. Диференціювання та інтегрування по параметру. Граничні 
теореми. Згортка функцій та її властивості. Зображення згортки. Узагальнений 
добуток зображень. Інтеграл Дюамеля. Теорема Ефроса. Зображення 
циліндричних функцій. Зображення дельта-функції.  
 
Тема 3. Обернене перетворення Лапласа  
Формула обернення Рімана – Мелліна. Достатня умова існування 
зображення. Теореми обернення. Знаходження оригінала за теоремами 
обернення. Аналітичність зображення у нескінченно віддаленій точці. Окремі 
випадки теореми Ефроса. Добуток оригіналів.  
 
Змістовий модуль 2. Застосування операційного методу 
  
Тема 4. Застосування операційного числення  
Обчислення невласних інтегралів. Лінійні диференціальні рівняння з 
постійними коефіцієнтами та їх окремі випадки. Системи рівнянь. Рівняння з 
аргументом, що запізнюється. Рівняння з степеневими коефіцієнтами. 
Інтегральні рівняння типу згортки. Системи інтегральних рівнянь. Інтегро-
диференціальні рівняння. Рівняння у частинних похідних. Підсумовування 
рядів.  
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ІV. ТЕМАТИКА ЛЕКЦІЙ  
 
Змістовий модуль 1. Перетворення Лапласа та його властивості  
 
Лекція 1. Оригінал і зображення. Оператор Лапласа.  
Поняття про функцію-оригінал та її зображення. Оператор Лапласа. 
Область існування зображення. Теорема про поведінку зображення на 
нескінченності. Теорема про єдиність зображення. Необхідна і достатня умова 
існування зображення. 
 
Література: [1–8] 
 
Лекція 2. Одинична ступінчаста функція Хевісайда та її зображення 
Функція Хевісайда, її зображення. Узагальнена функція Хевісайда, її 
зображення. Приклади знаходження зображень.  
 
Література: [1–8] 
 
Лекція 3. Властивості перетворення Лапласа  
Властивості лінійності та подібності. Теореми запізнення та 
випередження. Теорема зміщення. Зображення періодичного оригіналу.  
 
Література: [1–8] 
 
Лекція 4. Властивості перетворення Лапласа (продовження) 
Диференціювання оригіналу та зображення. Інтегрування оригіналу та 
зображення. Диференціювання та інтегрування по параметру. Граничні 
теореми.  
 
Література: [1–8] 
 
Лекція 5. Властивості перетворення Лапласа (продовження) 
Згортка функцій та її властивості. Зображення згортки. Узагальнений 
добуток зображень. Інтеграл Дюамеля. Теорема Ефроса. Зображення 
циліндричних функцій. Зображення дельта-функції.  
 
Література: [1–83] 
 
Лекція 6. Обернене перетворення Лапласа  
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Формула обернення Рімана – Мелліна. Достатня умова існування 
зображення. Теореми розкладу. Знаходження оригіналу за теоремами розкладу. 
Аналітичність зображення у нескінченно віддаленій точці. Окремі випадки 
теореми Ефроса. Добуток оригіналів.  
 
Література: [1–8] 
 
Змістовий модуль 2. Застосування операційного методу 
 
Лекція 7. Практичні застосування методу операційного числення 
Операційний метод розв‟язування диференціальних рівнянь та систем 
диференціальних рівнянь. Загальна схема та обґрунтування методу 
знаходження розв‟язку задачі Коші для лінійних рівнянь та їх систем. 
Приклади. Розв‟язання лінійних неоднорідних диференціальних рівнянь із 
аргументом, що запізнюється. 
 
Література: [1–8] 
 
Лекція 8. Інтегральні та інтегро-диференціальні рівняння  
Розв‟язування інтегральних та інтегро-диференціальних рівнянь. Інтеграл 
Дюамеля та його застосування. 
 
Література: [1–8] 
 
Лекція 9. Дельта-функція Дірака 
Одинична імпульсна дельта-функція Дірака  та її зображення. Зв‟язок 
з функцією Хевісайда. Механічний зміст дельта-функції Дірака та її 
використання в моделюванні задач автоматичного керування. 
 
Література: [1–8] 
 
Лекція 10. Інші застосування операційного методу 
Розв‟язування нестаціонарних задач для рівнянь математичної фізики. 
Підсумовування рядів. Приклади розв„язання операційним методом задач 
теоретичної електротехніки. 
 
Література: [1–8] 
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V. ПРАКТИЧНІ ЗАНЯТТЯ 
 
№ 
п/п 
 
Назва теми 
К-сть 
годин 
Задачі для 
розв’яз.  
в аудит. 
Завд. для  
самост. 
роботи вдома 
Реко-
менд. 
літер. 
1. Знаходження зображень 
функцій безпосередньо за 
допомогою перетворення 
Лапласа 
2 [3]:№511(б,г
,е,з,к,м), 
512, 514, 
516 
1)[3]:№511(а,в
,д,ж,и,л), 513, 
515; 
2) Повторити 
з курсу мат. 
аналізу 
поняття невл. 
інтеграла, 
методи 
інтегрування 
та з курсу 
компл. аналізу 
– комплексні 
числа, 
формули 
Ейлера; 
3) Опрацюв. 
матеріал 
лекції №2,3. 
[1 – 8] 
2. Знаходження зображень на 
основі  властивостей 
лінійності, подібності 
оператора Лапласа.  
2 [3]:№517, 
519,  520, 
522, 523, 
524, 526, 
528. 
1)[3]:№518, 
521, 525, 527, 
529; 
2) Опрацюв. 
матеріал 
лекції №3. 
[1 – 8] 
3. Знаходження зображень на 
основі теореми запізнення, 
випередження, зміщення. 
Зображення періодичного 
оригіналу. 
2 [3]:№556, 
558,  560, 
562, 563, 
524, 526, 
528, 572, 
577, 580, 
582, 583. 
1)[3]:№555, 
557, 559, 561, 
575, 579, 581; 
2) Опрацюв. 
матеріал 
лекції №4. 
[1 – 8] 
4. Диференціювання та 
інтегрування оригіналу й 
зображення 
2 [3]:№530, 
532,  534, 
535, 536, 
538, 540, 
542, 544, 
545, 546, 
548. 
1)[3]:№531, 
533, 537, 
539,541,543, 
547; 
2) Опрацюв. 
матеріал 
лекції №5. 
[1 – 8] 
5. Зображення згортки. 
Узагальнений добуток 
зображень. Інтеграл Дюамеля. 
Зображення дельта-функції. 
2 [3]:№590, 
592,  593, 
585, 586, 
587; 
 [4]: №1–30 
(парні) 
1) [3]:№589, 
591, 588;  
[4]: №1–30 
(непарні). 
2) Опрацюв. 
матеріал 
лекції №6. 
[1 – 8] 
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6. Визначення оригіналу за його 
зображенням 
2 [4]: №45–72 
(парні) 
1) [4]: №45–72 
(непарні). 
2) Повторити 
з курсу Диф. 
рівняння: 
«Лінійні ДР 
вищих 
порядків, 
задача Коші» 
3) Опрацюв. 
матеріал 
лекції №7. 
[1 – 8] 
7. Операційний метод 
розв‟язування лінійних 
диференціальних рівнянь 
2 [4]: №78–
140 (парні) 
1) [4]: №78–
140 (непарні) 
2) Опрацюв. 
матеріал 
лекції №7. 
[1 – 8] 
8. Операційний метод 
розв‟язування систем лінійних 
диференціальних рівнянь 
2 [4]: №172–
187 (парні) 
1) [4]: №172–
187 (непарні) 
2) Опрацюв. 
матеріал 
лекції №7. 
[1 – 8] 
9.  Розв‟язання лінійних 
неоднорідних диференціальних 
рівнянь із аргументом, що 
запізнюється. 
2 [4]: №224–
230 (парні) 
1) [4]: №224–
230 (непарні) 
2) Опрацюв. 
матеріал 
лекції №8. 
[1 – 8] 
10. Розв‟язування інтегральних та 
інтегро-диференціальних 
рівнянь. 
2 [4]: №195–
217 (парні) 
1) [4]: №195–
217 (непарні) 
2) Опрацюв. 
матеріал 
лекції №10. 
[1 – 8] 
11. Розв‟язування нестаціонарних 
задач для рівнянь математичної 
фізики. Підсумовування рядів. 
2 [4]: №231–
239 
Здати РГР, 
підготуватися 
до її захисту 
[1 – 8] 
 
  
13 
 
VІ. САМОСТІЙНА РОБОТА СТУДЕНТІВ 
 
Завдання для самостійної роботи в позааудиторний час даються 
студентам на кожному практичному занятті і складаються з двох частин: 
теоретична підготовка та розв‟язування задач.  
Щоб успішно виконати «теоретичну» частину завдання треба: 
1. Уважно прочитати конспект лекцій та рекомендовану лектором 
літературу. При першому читанні слід домогтися повного розуміння понять, 
фактів, доведень, наведених прикладів і розв‟язань. Унаслідок повторного 
читання необхідно: 
- добре усвідомити, можливо, з‟ясувати геометричний (фізичний, 
економічний тощо) зміст і  запам‟ятати основні поняття, факти та твердження; 
- навчитися доводити ті факти (твердження), доведення яких є 
обов‟язковим; 
- самостійно відтворити наведені розв‟язання задач, розв‟язати 
вправи (задачі), аналогічні до наведених на лекції чи в друкованому посібнику. 
2. Виконати інші рекомендації та завдання лектора щодо опрацювання 
теоретичного матеріалу. 
Слід неодмінно виконати практичну частину завдання, користуючись, у 
разі необхідності, друкованими посібниками, матеріалами лекції, попереднього 
практичного заняття, допомогою викладача чи товаришів в системі Moodle 
(форум «Консультація»). 
Про нез‟ясовані у процесі теоретичної підготовки питання та нерозв‟язані 
(через невміння) задачі слід проконсультуватися у товаришів або сказати 
викладачу на практичному занятті чи очній консультації. 
Запитання для самоконтролю за теоретичною частиною курсу є на с. 14.  
Індивідуалізованими є завдання розрахунково-графічної роботи (РГР). 
Примірний варіант завдань РГР див. далі (с. 15). 
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Запитання для самоконтролю 
1. Яка функція називається оригіналом? Навести приклади оригіналів і функцій, 
що не є оригіналами. 
2. Що таке перетворення (оператор) Лапласа? Що таке зображення оригіналу? 
3. Що таке одинична ступінчаста функція Хевісайда? Яке її зображення? 
4. Що таке узагальнена ступінчаста функція Хевісайда? 
5. Чому дорівнює границя зображення на нескінченності? 
6. Що означає лінійність перетворення (оператора) Лапласа? Наведіть приклад 
її застосування при знаходженні зображень. 
7. Сформулюйте теорему про зсув аргументу в оригіналі. Наведіть приклад її 
застосування при знаходженні зображень. 
8. Сформулюйте теорему подібності. Наведіть приклад її застосування при 
знаходженні зображень. 
9. Як знаходити зображення похідних оригіналу? Проілюструйте на прикладі. 
10. Який зв‟язок між похідною зображення і оригіналом? Проілюструйте на 
прикладі. 
11. Сформулюйте правило знаходження оригіналу для зображення у вигляді 
раціонального дробу на основі таблиці відповідності оригіналів та їх 
зображень. 
12. Наведіть схему знаходження операційним методом частинного розв‟язку 
диференціальних рівнянь та їх систем? 
13. У чому особливість розв‟язання диференціальних рівнянь із 
запізнюваннями? 
14. Як знаходити зображення інтеграла від оригіналу? Проілюструйте на 
прикладі. 
15. Дайте означення згортки функцій. Як знайти її зображення? Проілюструйте 
на прикладі. 
16. Що таке інтегральне та інтегро-диференціальне рівняння? 
17. Що таке інтеграл Дюамеля? Як застосовують цей інтеграл для 
розв‟язування диференціальних рівнянь? Проілюструйте на прикладі. 
18. Сформулюйте теорему про інтегрування зображення. 
19. Що таке одинична імпульсна дельта-функція Дірака? Яке її зображення? 
20. Який зв‟язок між одиничними функціями Дірака і Хевісайда? 
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Примірний варіант РГР  
1. Користуючись відповідними властивостями перетворення Лапласа, 
знайти зображення функції  
. 
Відповідь записати у вигляді дробу. 
2. Користуючись теоремою про інтегрування оригіналу, знайти оригінал 
 за його зображенням 
. 
3. Користуючись теоремою про згортання оригіналів, знайти оригінал 
 за його зображенням 
. 
4. Користуючись розкладом раціонального дробу на елементарні дроби і 
лінійністю перетворення Лапласа, знайти оригінал  за його зображенням 
. 
5. Операційним методом розв‟язати задачу Коші: 
5.1. ; 
5.2. ; 
5.3.   
6. Операційним методом розв‟язати задачу Коші  
, 
16 
 
якщо функція  задана графічно 
                                 y 
                                  2 
                                  1  
                                   0       1      2      3      4      t 
7. Обчислити інтеграл . 
8. Розкласти в степеневий ряд функцію . 
 
Максимальна кількість балів – 30 (кожне завдання оцінюється трьома 
балами) 
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VІІ. ОБОВ’ЯЗКОВІ ВИДИ РОБІТ 
ТА РОЗПОДІЛ БАЛІВ ЗА ЇХ ВИКОНАННЯ 
  
Види робіт, 
   що підлягають  
оцінюванню 
Максимальна кількість балів 
Примітки 
ЗМ 1 ЗМ 2 
Т
 1
 
Т
 2
 
Т
 3
 
Т
 4
 
Робота на практичному 
занятті (усна або 
письмова відповідь, 
ураховується також 
виконання домашнього 
завдання, в т.ч. й у 
системі  Moodle) 
10    10 10 10 
Число балів (0–10 балів) є 
середнім арифметичним 
(округленим до цілого) балів, 
отрим. на заняттях.  
Якщо цей бал менший за 6, 
то студент має зазначені 
теми опрацювати і в інд. 
поряд. здати викладачу, 
іншими видами робіт бали не 
компенсуються. 
Відвідування 
навчальних занять 
.пр
л
 1
2
 
4
3
 
1
1
 
5
4
 
Присвоюється по 1 балу за 
кожне відвідане заняття.  
Відвідування 
індивідуальних занять 
3+1 (заохочувальний бал) 
Заохочувальний бал 
присвоюється, якщо студент 
не має пропусків без 
поважних причин 
Розрахунково-графічна 
робота  
30 (10 завдань по 3 бали кожне) 
За РГР зі студентом 
проводиться індивід. 
співбесіда. Якщо балів 
менше 18 – робота 
виконується повторно 
Модульний контроль 
(підсумкова 
контрольна робота) 
25 25 
Якщо балів менше 15, – роб. 
викон. повторно  
Всього за результатами 
поточного контролю  145 7,0
145
100
≈=k  
Разом 145х0,7=100 балів 145х0,7=100 балів 
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VIII. ПОРЯДОК ПЕРЕВЕДЕННЯ  
РЕЙТИНГОВИХ ПОКАЗНИКІВ УСПІШНОСТІ 
 У ЄВРОПЕЙСЬКУ (ECTS) ТА НАЦІОНАЛЬНУ ШКАЛУ 
 
Сумарна  
кількість 
балів 
Оцінка  
за шкалою 
ECTS 
Оцінка за 
двобальною 
національною 
шкалою 
 
Оцінка за 
чотирибальною 
національною 
шкалою 
1 – 34 F 
не зараховано 
(з обов‟язковим 
повторним курсом) 
незадовільно 
(з обов‟язковим 
повторним курсом) 
35 – 59 FX 
не зараховано 
(з можливістю 
повторного 
складання) 
незадовільно 
(з можливістю 
повторного складання) 
60 – 68 E 
зараховано 
задовільно 
69 – 74 D 
75 – 81 C 
добре 
82 – 89 B 
90 – 100 A відмінно 
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